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ΚΑΝΟΝΕΣ DE L΄ HOSPITAL Μ65
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Σχόλια

1) Το θεώρημα 2 ισχύει και για τις απροσδιόριστες μορφές: , ,  

  
.

2) Τα παραπάνω θεωρήματα ισχύουν και για πλευρικά όρια και μπορούμε, να τα

εφαρμόσουμε δύο ή περισσότερες φορές, αρκεί να πληρούνται οι προϋποθέ-

σεις εφαρμογής τους.
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11)  
x
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 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

● ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1  (Μορφή:
0
0

)

Να βρεθούν τα όρια:

α)
3x

2x 0

e 1 3xlim
x

 
β)

2x

3x 0

e 1lim
x


γ)

 
x 0

ln 1 x
lim

x





δ)
 2

xx 0

ln x x 1
lim

e 1

 


ε)

5

2x 0

1 xlim
x

 
στ)

x x

xx 0

5 elim
2 1





ΛΥΣΗ

α) 
 

 

 
 

0 0
3x3x 3x0 0

2x 0 DLH x 0 DLH2

e 1 3xe 1 3x 3e 3lim lim
x 2xx

   
   
   

 


   

  


 

 

3x 3x

x 0 x 0

3e 3 9e 9lim lim
2 22x 




  


.
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β) 
 

 

 

 
2

2 2 2
0 2xx x x0 3

3 2DLHx 0 x 0 x 0 x 03

e 1e 1 2xe 1 2elim lim lim lim .
x 3x x 3x

   

   
    

   

   


   

            

γ)
 

 

  

 

 

 

0
0

x 0 DLH x 0 x 0

1 1 xln 1 xln 1 x 11 xlim lim lim 1.
x x 1 x xx

 
 
 

  

     
   

δ)
 

 

  

 

0 22 0

xx 0 DLH x 0 x

ln x x 1ln x x 1
lim lim

e 1 e 1

 
 
 

 


  

 
 



 

 

2

x x 2x 0 x 0

1 2x 1 2x 1x x 1lim lim 1.
e e x x 1 

 
   

  

ε)
 

 

 

 
0

5 45 0

2x 0 DLH x 0 x 02

1 x 5 x x1 xlim lim lim
x 2xx

 
 
 

  


     

  


4 4

x 0

5 x 5 5lim x 1 1
2 x 2 2

 
       

 
.

στ)
 

 

 

0
x xx x x x0

x xx 0 DLH x 0 x 0x

5 e5 e 5 ln5 e ln5 1lim lim lim
2 1 2 ln 2 ln 22 1

 
 
 

  


   

  
 



.

● ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2  (Μορφή
 
 

 
 

 
 

 
 

, , ,
   

   
)

Να βρεθούν τα όρια:

α)

1
x

x 0

elim
ln x

β)
x

ln xlim
x

γ)
 
 

x

xx 0

ln 2 1
lim

ln 3 1





δ)
 x

x

ln e 1
lim

x


ε)

 
x

ln ln x
lim

ln x 1 
στ)

x

2x lnxlim
3x 2lnx





ΛΥΣΗ
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α) 
 

 

1 1
x1 x

2x

DLHx 0 x 0 x 0

1e e
e xlim lim lim 1ln x ln x

x
  

 
 
 

  

   
    

   
  



  
   

x 0

1
1 x
x

1x 0 lim
x

1lim e lim e .
x



 
    



 
 

 

 
       

 

β) 
 

 

 
x DLH x x x x

1
ln xln x 2 x 2xlim lim lim lim lim 01 xx xx

2 x

 
 
 

    


    


.

γ)
 
 

 

    

  

xx

xx 0 x 0 x

ln 2 1ln 2 1
lim lim

ln 3 1 ln 3 1
 

 
   

 




 




 

 

 
 

x x x
x

x xx 0 x 0x
x

1 2 1 3 1 2 ln 22 1lim lim1 2 1 3 ln33 1
3 1

  


   

  
   



   
     

   

   

0 x xx x 0

x x DLHx 0 x 0 x x

ln 2 6 2ln 2 6 2
lim lim

ln3 6 3 ln3 6 3
 

 
 
 

 

     
  

    
 

   
   

   

   

x x

x xx 0

ln 2 6 ln 6 2 ln2 ln 2 ln 6 ln 2
lim

ln3 ln 6 ln3ln3 6 ln 6 3 ln3

   
  

  

   

   

ln 2 ln3
1

ln3 ln 2


 


.

δ)
 

 

 

    
 

 xxx
x

x DLH x x

1 e 1ln e 1ln e 1 e 1lim lim lim
x 1x

 
   

  

     


x x

xx x xx
xx

e e 1 1lim lim lim 1.11e 1 1 01e 1
ee

  
    

  
 

 
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ε)
 

 

    

 

 

x x x

1 ln xln ln xln ln x ln xlim lim lim 1ln x 1 ln x 1
x

 
   

  

 

  
 

 
1

x x

1 1
1ln x xlim lim 0.1 ln x

x

 
   

 



  

στ) Κοντά στο   είναι:

ln x ln xx 2 22x ln x x x
ln xln x3x 2ln x 3 2x 3 2
xx

 
   

  
 

  
  

 

.

Είναι:
 

 

   

 
x DLH x x x

1
ln xln x 1xlim lim lim lim 0.

x 1 xx

 
   

   


   



Άρα,
x x

ln x22x ln x 2 0 2xlim lim ln x3x 2ln x 3 2 0 33 2
x

 


 

  
  



.

● ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3 (Μορφή:  0 ) 

Σχόλιο: Για να εφαρμόσουμε τους κανόνες De l΄ Hospital πρέπει να έχουμε πη-

λίκο. Έτσι, το γινόμενο    f x g x  το μετασχηματίζουμε αρχικά σε πηλίκο:

   
 

 

g x
f x g x 1

f x

   ή    
 

 

f x
f x g x 1

g x

   και στη συνέχεια εφαρμόζουμε τους

κανόνες De l΄ Hospital.

● ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4

(Απροσδιόριστη μορφή:            , , ).        

ΟΔΗΓΙΑ

Σε όριο της μορφής       
0

0x x
lim A x B x , x ,


       στο οποίο εμ-

φανίζεται η απροσδιόριστη μορφή:

       ή        ή     ,  
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χρησιμοποιούμε αρχικά τον μετασχηματισμό

     
 
 

B x
A x B x A x 1

A x
 

     
 

ή       
 
 

A x
A x B x B x 1 .

B x
 

     
 

Αν μετά από αυτόν τον μετασχηματισμό έχουμε απροσδιόριστη μορφή

  0,   τότε χρησιμοποιούμε τον μετασχηματισμό

   

 
 

 

B x
1

A x
A x B x 1

A x



    ή     

 
 

 

A x
1

B x
A x B x 1

B x



 

και στη συνέχεια εφαρμόζουμε τους κανόνες De l΄ Hospital.
Να βρεθούν τα όρια:

α)  x

x
lim e 2ln x


 β)   x
lim 3lnx x




γ)
x 0

1 1lim
x x

 
 
 

δ) 2xx 0

2 1lim
xe 1

 
 

 

ΛΥΣΗ

α) Έχουμε: 
x x

x
ln xe 2ln x e 1 2
e

 
    

 
.

Είναι:
 

 

   

 
x x xx DLH x x xx

1
ln xln x 1xlim lim lim lim 0

e e xee

 
   

   


    


.

xx

ln xlim 1 2 1 2 0 1.
e

 
       

 
x

x
lim e


   .

Άρα  
  1

x x
xx x

ln xlim e 2ln x lim e 1 2
e

 

 

  
      

  
.

β) Έχουμε:
ln x3ln x x x 3 1

x
 

    
 

.

Είναι:
 

 

   

 
x DLH x x x

1
ln xln x 2xlim lim lim lim 0.1x xx

2 x

 
   

   


    



x

ln xlim 3 1 3 0 1 1.
x

 
        

 
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x
lim x


   .

Άρα  
    1

x x

ln xlim 3ln x x lim x 3 1 .
x

  

 

  
        

  

γ)
 

 

 

0
0

x 0 x 0 DLH x 0

x x1 1 x xlim lim lim
x x x x x x

 
 
 

  

    
    
    

 

 

 

0
0

x 0 DLH x 0 x 0

x 1x 1 x 0lim lim lim 0.
x x x 2 x x x 2x x x

 
 
 

  

   
    

       

δ)
   

 

  

0
2x2x 0

2x 2xx 0 x 0 DLH x 0 2x

2x e 12 1 2x e 1lim lim lim
e 1 x x e 1 x e 1

 
 
 

  


   

    
  



 

 

 

0
2x2x 0

2x 2xx 0 DLH x 0 2x 2x

2 2e2 2elim lim
e 1 2xe e 1 2xe

 
 
 

 




  
  

 

2x

2x 2xx 0

4e 4lim 1
4e 4xe 4


    


.

● ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5 (Απροσδιόριστη μορφή:  
000 , 1 , ). 

ΟΔΗΓΙΑ

Σε όριο της μορφής   
 

 
0

B x
0x x

lim x , x ,


       στο οποίο εμφανί-

ζεται η απροσδιόριστη μορφή: 
00  ή 1  ή  

0
  χρησιμοποιούμε αρχικά

τον μετασχηματισμό   
      B x B x ln A xA x e  και στη συνέχεια βρίσκουμε το

    
0x x

lim B x ln A x .


 
   Αν       

0x x
lim B x ln A x L , ,


          τότε

  
  

0

L

B x

x x

e , L
lim A x , L

0,


  


    
    

Να βρεθούν τα όρια:

α) x

x 0
lim x


β)   

1
x

x
lim x 1


       γ)   
1
x

x 0
lim x 1




ΛΥΣΗ
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