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Πρόλογος 

Η πολυετής ενασχόλησή μου με την Άλγεβρα της Α΄ Λυκείου, με ώθησε να 

γράψω ένα μαθηματικό εγχειρίδιο, κατά τη γνώμη μου, εξαιρετικά καθοδηγητικό. 

Έπειτα από τη συνεχή και ενδελεχή καταγραφή των ιδιαίτερων παρατηρήσεων, 

αποριών και δυσκολιών που έχουν καταθέσει οι μαθητές μου όλα αυτά τα χρόνια, 

παρουσιάζω στο βιβλίο αυτό τη διδακτέα ύλη της Άλγεβρας της Α΄ Λυκείου. 

Η καταγραφή της ύλης, επομένως, αποτελεί τη «μεταφορά» μιας σχολικής τάξης 

τριάντα ετών. 

Ειδικότερα, η ύλη καταγράφεται σε 60 μαθήματα – ενότητες στα οποία 

εμπεριέχονται: 

  Αναλυτική θεωρία 

  Παραδείγματα 

  Ασκήσεις με απαντήσεις (για τις ασκήσεις εμπέδωσης), 

  υποδείξεις (για τις συνδυαστικές ασκήσεις)  

  και σύντομες λύσεις (για τις ασκήσεις αυξημένης δυσκολίας). 

Σε κάθε κεφάλαιο υπάρχουν Ερωτήσεις κατανόησης (Σωστού – Λάθους, 

Πολλαπλής επιλογής), Επαναληπτικές ασκήσεις και Διαγώνισμα. 

Πιστεύω ότι το συγκεκριμένο μαθηματικό πόνημα θα αποδειχθεί ένας απαραί-

τητος βοηθός για κάθε μαθητή, καθώς και ένας πολύτιμος καθοδηγητής τάξης 

για κάθε συνάδελφο Μαθηματικό. 

 Θανάσης Ξένος 

 Ιούνιος, 2021 
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Μάθημα  4 

Ταυτότητες και μέθοδοι απόδειξης 

● Κάθε ισότητα που αληθεύει για όλες τις τιμές των μεταβλητών που περιέχει  

ονομάζεται ταυτότητα. 

 Από το Γυμνάσιο είναι γνωστές οι παρακάτω ταυτότητες: 

 

   

    

   

2 22 2 2 2

32 2 3 2 2 3

3 23 2 2 3 2 2 2

1) 2 2) 2

3) 4) 3 3

5) 3 3 6) 2 2 2

                

                   

                          

 

 Επιπλέον, για το άθροισμα και τη διαφορά κύβων, έχουμε τις ταυτότητες: 

        3 3 2 2 3 3 2 2
7) 8)                  

 Για παράδειγμα, έχουμε: 

                3 3 3 2x 1 x 1 x 1 x x 1        

  3 3 3 2x 8 x 2 x 2 x 2x 4        

 Γενικότερα, ισχύουν οι εξής ταυτότητες: 

   9) Για κάθε θετικό ακέραιο 2   έχουμε: 

  1 2 3 2 2 1
...

                      

 10) Αν ο  ν  είναι περιττός φυσικός με 3,   τότε: 

  1 2 2 1
...

                

  Για παράδειγμα, έχουμε: 

  5 5 4 3 2 2 3 4            και  

      5 5 4 3 2 2 3 4           

Σχόλια 

   i) Από την ταυτότητα 1) προκύπτει η ισότητα: 

 
22 2

2       
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  ii) Η ταυτότητα 4) γράφεται    
3 3 33 ,       οπότε: 

   
33 3

3        

 iii) Η ταυτότητα 6) μπορεί να εφαρμοσθεί και με άλλες μορφές, όπως οι: 

          
2 2 2 2 2 2 2            

  και   
2 2 2 2 2 2 2 .            

 iv) Είναι φανερό ότι ισχύουν οι ισότητες: 

         
2 2 2 2

,       και    
3 3

.     

 ● Για την απόδειξη μια ισότητας, συνήθως εργαζόμαστε με έναν από τους 

 παρακάτω τρόπους: 

  α)  Κάνουμε πράξεις στο ένα μέλος και καταλήγουμε στο άλλο μέλος. 

  β)  Κάνοντας πράξεις και στα δύο μέλη, ισοδύναμα καταλήγουμε σε μια  

     αληθή ισότητα. 

     Μπορούμε, επίσης, να υπολογίσουμε χωριστά κάθε μέλος και να καταλή-

    ξουμε στο ίδιο αποτέλεσμα. 

  γ)  Για την απόδειξη μιας συνεπαγωγής « », συνήθως ξεκινάμε από 

     την υπόθεση  Α  και με διαδοχικά βήματα καταλήγουμε στο συμπέρασμα   

     Β  (ευθεία απόδειξη). 

  δ)  Αν θέλουμε να αποδείξουμε έναν ισχυρισμό  «Α»,  μπορούμε να υποθέ-

     σουμε ότι ο ισχυρισμός αυτός δεν αληθεύει και με την υπόθεση αυτή,  

     αλλά και άλλες αληθείς προτάσεις, καταλήγουμε σε άτοπο (αντίφαση). 

      Η μέθοδος αυτή ονομάζεται απαγωγή σε άτοπο. 

Παραδείγματα 

1) Να αποδειχθούν οι παρακάτω ταυτότητες του Euler. 

 α)      
2 2 22 2 2 1

.
2
                   
 

 

 β)        
2 2 23 3 3 1

3 .
2

                    
 

 

Απόδειξη 
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 Και στις δύο περιπτώσεις ξεκινάμε από το 2ο μέλος και κάνουμε πράξεις. 

 α)      
2 2 21

2
        
 

 

   2 2 2 2 2 21
2 2 2

2
               

   2 2 2 2 2 21
2 2 2 2 2 2 .

2
                   

 β)        
2 2 21

2
           
 

 

     2 2 2            (λόγω του  α) 

  3 2 2 2 2 2 3 2 2 2                

  2 2 3 2 2          

  3 3 3 3 .       

Σχόλια 

   i) Από την πρώτη ταυτότητα του Euler διαπιστώνουμε την ισοδυναμία 

2 2 2           

      διότι ισχύει 2 2 2 0         αν και μόνο αν 

     
2 2 2

0

0 .

         

          
 

      Τονίζουμε ότι: 2 2 0 0 0 .          

  ii) Από τη δεύτερη ταυτότητα του Euler προκύπτει αμέσως η συνεπαγωγή: 

3 3 3
0 3 .          

      Για παράδειγμα, αφού      x 1 2x 3 4 3x 0,       ισχύει: 

         
3 3 3

x 1 2x 3 4 3x 3 x 1 2x 3 4 3x .          

2) Να αποδειχθούν οι ταυτότητες του Lagrange 

 α)        
2 22 2 2 2

x y x y y x .            

 β)      
22 2 2 2 2 2

x y z x y z              

       
2 2 2

y x z x z y .            
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Απόδειξη 

 α)     
22 2 2 2x y x y       

  2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2x y x y x 2 xy y         

   
22 2 2 2y 2 xy x y x .        

 β)     
22 2 2 2 2 2x y z x y z            

  2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2x y z x y z x y z x               

     2 2 2 2y z 2 xy 2 xz 2 yz          

       2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2y x 2 xy z x 2 xz z y 2 yz                  

       
2 2 2

y x z x z y .            

3) Να αποδειχθεί η ταυτότητα De Moivre 

   4 4 4 2 2 2 2 2 2
2 2 2              

     .                 

Απόδειξη 

                 

                                    

    
2 22 2            

       2 2 2 2 2 22 2              

        
2 22 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2                       

   
 

 4 4 4 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 4                 

 4 4 4 2 2 2 2 2 22 2 2 .              

4) Αν ο αριθμός  α  είναι ακέραιος και ο 
3  είναι περιττός, να αποδειχθεί ότι 

και ο  α  είναι περιττός. 

Απόδειξη 

 Υποθέτουμε το αντίθετο, δηλαδή ότι ο  α  είναι άρτιος. 

 Τότε 2 ,     ακέραιος και επομένως: 

 
33 3 32 8 2 2 ά ,           που είναι άτοπο. 

 Άρα, ο  α  είναι περιττός. 
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5) Να αποδειχθεί ότι το άθροισμα ενός ρητού και ενός άρρητου αριθμού είναι 

άρρητος αριθμός.  

Απόδειξη 

 Έστω  ρ  ένας ρητός αριθμός και  α  ένας άρρητος. 

 Θα αποδείξουμε ότι ο αριθμός     είναι άρρητος. 

 Υποθέτουμε το αντίθετο, δηλαδή ότι ο     είναι ρητός. 

 Αν ,    λ ρητός, τότε      και ο  α  ως διαφορά ρητών θα είναι ρητός, 

που είναι άτοπο. 

 Άρα, ο     είναι άρρητος. 

6) Αν 3     και 1,   να υπολογισθούν οι τιμές των παραστάσεων: 

 α) 2 2      β) 3 3      γ) 4 4      δ) 5 5      ε) 6 6   

Λύση 

 α)  
22 2 22 3 2 1 7.          

 β)    
33 3 33 3 3 1 3 18.             

 γ)      
2 2 2

4 4 2 2 2 2 2 22             

   
22 27 2 49 2 1 47.        

 δ) Πολλαπλασιάζουμε κατά μέλη τις ισότητες 2 2 7    και 3 3 18,     

 οπότε έχουμε: 

    2 2 3 3 5 2 3 3 2 57 18 126               

       5 5 2 2 5 5 2 5 5126 1 3 126 123.                

 ε)      
2 2 2

6 6 3 3 3 3 3 32             

   
3218 2 324 2 322.       

7) Αν οι  α, β, γ  είναι διαφορετικοί ανά δύο πραγματικοί αριθμοί, να αποδειχθεί 

η ταυτότητα: 
     

2

2 2 2

1 1 1 1 1 1
.

 
     

                
  

Απόδειξη 



Κεφάλαιο 1: ΟΙ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 31 

 Ισχύει: 

 
     

2

2 2 2

1 1 1 1 1 1 
      

            
 

  
        

1 1 1
2 .
 

                  
 

 και έτσι αρκεί η παράσταση  

 
        

1 1 1
   

           
 να ισούται με μηδέν. 

 Πράγματι, έχουμε: 

 
        

     

   

1 1 1        
    

                   
 

  
   

0
0. 

      
 

Ασκήσεις 

  1) Να εκτελεσθούν οι παρακάτω πράξεις: 

 α)    
2 2

x 1 x 1        β)    
3 3

x 2 x 2         γ)    
2 2

2 2x x 1 x x 1      

 δ)       
23 3 22x x 1 x 2 x 1 2 2x x 3        

  2) Αν x y 2   και xy 1,   να υπολογισθούν οι τιμές των παρακάτω  

παραστάσεων: 

 α) 
1 1

x y
                β)   2x 1 2y 1            γ) 2 2x y             δ) 3 3x y  

 ε) 
x y

y x
               στ) 4 4x y                        ζ) 5 5x y             η) 6 6x y  

 θ) 3 2 2 32x 5x y 5xy 2y             ι) 
2 2x y

y 1 x 1


 
 

  3) Να αποδείξετε τις ταυτότητες: 

 α)  
4 4 3 2 2 3 44 6 4 .            

 β)  
5 5 4 3 2 2 3 4 55 10 10 5 .              
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  4) Έστω  α  ένας ακέραιος αριθμός. Να αποδειχθεί ότι: 

 α) Αν ο  α  είναι άρτιος, τότε και ο 2  είναι άρτιος. 

 β) Αν ο 2  είναι άρτιος, τότε και ο  α  είναι άρτιος. 

 γ) Αν ο 4  είναι περιττός, τότε και ο  α  είναι περιττός. 

  5) Έστω  ρ  ένας ρητός αριθμός με 0   και  α  ένας άρρητος αριθμός. 

 Να αποδειχθεί ότι οι αριθμοί , ,


 


 και 2   είναι άρρητοι. 

  6) Αν  
1 1

x y 4,
x y

 
    

 
 να αποδειχθεί ότι x y.  

  7) Αν    
22 22 ,      να αποδειχθεί ότι .   

  8) Αν 1,   να αποδειχθεί ότι 3 3 3 1.     

  9) Αν 
1 1 1

0,  
  

 να αποδειχθεί ότι  
2 2 2 2.       

10) Αν x y 1,   να αποδειχθεί ότι    3 3x y 1 y x 1 x y.      

11) Αν 2 2 1,    να αποδειχθεί ότι    
2 2

3 33 4 3 4 1.       

12) α) Να αποδειχθεί η ταυτότητα: 

     
3 3 3 3 3 .             

 β) Πότε ισχύει η ισότητα  
3 3 3 3;       

13) Να αποδειχθεί η ισότητα: 

       
2 2 2 2

8 .              

14) Να γραφεί ως ένα τετράγωνο η παράσταση    
2

2 2 2 24 .        

15) α) Αν     
22 2 2 2 ,         να αποδειχθεί ότι .   

 β) Αν 2 2 2 24, 10       και 2,     να βρεθεί ο αριθμός .  
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16) Αν 
1

3, 


 να υπολογισθούν οι τιμές των παραστάσεων: 

 α) 2

2

1
 


      β) 3

3

1
 


      γ) 4

4

1
 


      δ) 6

6

1
 


  και  ε) 5

5

1
 


 

17) Αν x , y
   

   
   

 και z ,
 

 
 

 να αποδειχθεί ότι:  

2 2 2x y z xyz 4.     

18) Αν 
x y

,
y z z x

   
 

 και 
z

,
x y

 


 να αποδειχθεί ότι:  

1 1 1 1
2.   

   
 

19) Αν 2 26 9 0,      να υπολογισθούν οι λόγοι: 

 α) 



      β) 

2

2

  

  
  και  γ) 

2

2

 


   

20) Να γράψετε την παράσταση  2 2 22 x y xy y x       ως άθροισμα 

τριών τετραγώνων. 

21) Να βρεθούν οι αριθμοί  x  και  y  σε καθεμιά από τις παρακάτω ισότητες: 

 α) 2 2x y 2x 2y 2 0                 β) 2 2x y 4x 6y 13 0      

 δ) 2 24x 9y 4x 12y 5 0           δ) 
2 2 1

x y x y 0
2

      


