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Πρόλογος 

Το βιβλίο αυτό όπως λέει και ο τίτλος του είναι ένας «Οδηγός επιτυχίας». 

Στο πρώτο μέρος με τίτλο «Δεν ξεχνάμε», γίνεται μια επανάληψη της ύλης  

Α΄ και Β΄ Λυκείου γιατί χωρίς την άριστη γνώση αυτής δεν μπορούμε να πάμε 

παρακάτω. 

Στο δεύτερο μέρος γίνεται η παρουσίαση της ύλης της Γ΄ Λυκείου, με 

τρόπο διδακτικό και ο μεγάλος αριθμός παραδειγμάτων, παρατηρήσεων, προ-

τάσεων, βασικών ασκήσεων και ερωτήσεων βοηθά στην ευκολότερη κατανόη-

ση και δημιουργική αφομοίωση από το μαθητή. 

Στο τρίτο μέρος υπάρχουν 100 γενικά θέματα στο νέο πνεύμα των εξετά-

σεων, μεθοδικά λυμένα, με σκοπό να μάθει και ο μαθητής, αναλύοντας τα  

δεδομένα και συνθέτοντας να μπορέσει και αυτός να αντιμετωπίζει παρόμοια 

θέματα. 

Στο τελευταίο μέρος υπάρχουν διαγωνίσματα προσομοίωσης με τις λύσεις 

του, ώστε ο μαθητής να δει πώς δίνονται τα θέματα στις εξετάσεις. 

Στο κεφάλαιο των συναρτήσεων σε μερικά παραδείγματα με το σύμβολο 

  έχω χρησιμοποιήσει παράγωγο, αν κάποιοι μαθητές δεν έχουν διδαχθεί ακό-

μη παραγώγους, ας αφήσουν τα παραδείγματα αυτά για αργότερα. 

Ζητώ συγγνώμη για τυχών αβλεψίες και τυπογραφικά λάθη. 

Ευχαριστώ πολύ τους συναδέλφους και εκδότες κ. Νίκο Ζανταρίδη και  

κ. Κώστα Τηλέγραφο. 

 

 Μπαλτζάκης Στέλιος 

 Απρίλιος 2021 
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ΘΕΜΑ 34 

Στο διπλανό σχήμα είναι η γραφική παράστα-

ση μιας συνάρτησης f :   δύο φορές πα- 

ραγωγίσιμη. Αν    2 2g x x f x , x    

τότε: 

α) Να δειχθεί ότι οι 
f gC , C  έχουν ένα και μο-

ναδικό κοινό σημείο στο οποίο έχουν και 

κοινή εφαπτομένη. 

β) Να μελετηθεί η μονοτονία της g, να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα και το σύ-

νολο τιμών της. 

γ) Να δειχθεί ότι  f x 0   για κάθε x .  

δ) Να δειχθεί ότι δεν υπάρχει διάστημα Δ  τέτοιο ώστε  f x 0   για κά-

θε x Δ.  

ε) Να μελετηθεί η κυρτότητα της  g  και να γίνει η 
fC  και η 

gC  στο ίδιο σχήμα. 

ΛΥΣΗ 

Από το σχήμα παίρνουμε τις εξής πληροφορίες, που θα τις χρησιμοποιήσουμε 

στη συνέχεια: 

●  f x 1  για κάθε x .  

● Η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  , 0  και γνησίως αύξουσα στο 

    0, .  

● Η  f  παρουσιάζει στο  0  ελάχιστο ίσο με  f 0 1,  οπότε από Θ. Fermat, 

    f 0 0.   

● H  f  είναι κυρτή στο ,  οπότε η f   είναι γνησίως αύξουσα στο .  

●  
x
lim f x .


   

α) Για να βρούμε τα κοινά σημεία των f gC , C  λύνουμε την εξίσωση  

            2 2 2 2 2g x f x , x x f x f x x f x f x          

  
2x 0 x 0.     

 Άρα, οι f gC , C  έχουν ένα και μοναδικό κοινό σημείο   A 0, f 0 1 .   

   

1  
x  

y  
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 Επειδή η  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο ,  άρα και η  

    2 2g x x f x   είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο ,  αφού για κάθε 

x  ισχύει  2 2x f x 0.   

 
   

 

   

 2 2 2 2

2x 2f x f x x f x f x
g x , x .

2 x f x x f x

    
   

 
 

 Οπότε  
   

 

   

 
 

2

f 0 f 0 f 0 f 0
g 0 f 0 .

f 0f 0

  
      

 Άρα,    g 0 f 0  και    g 0 f 0 ,   επομένως στο κοινό σημείο  A 0,1  

οι 
f gC , C  έχουν κοινή εφαπτομένη. 

β) Για 
 

       
   

 

f γν. αύξ.

2 2

x f x f x
x 0 f x f 0 f x 0 g x 0

x f x

  
          


 

για κάθε  x , 0 ,   άρα η  g  είναι γνησίως φθίνουσα στο  , 0 .  

 Για 
 

       
f γν. αύξ.

x 0 f x f 0 f x 0 g x 0


           για κάθε  

  x 0,   άρα η  g  είναι γνησίως αύξουσα στο  0, .   

 Επομένως η  g  παρουσιάζει στο 
0x 0  ολικό ελάχιστο ίσο με  

   g 0 f 0 1.   

 Επειδή    2 2

x x
lim f x lim x f x
 

        

                2 2

x x
lim g x lim x f x .
 

      

 Επομένως το σύνολο τιμών της  g  είναι:    g 1, .   

γ) Επειδή η  f  είναι κυρτή στο ,  η f   είναι γνησίως αύξουσα. 

 Έστω 
0x  ένας οποιοσδήποτε πραγματικός αριθμός. 

 Για 
0x x  ισχύει:  

 
       

0

0

x x
0 0

f x f 0 f x f x
0 lim 0

x x x x

    
   

 
 0f x 0   (αφού η  f  είναι 

δύο φορές παραγωγίσιμη) και επειδή το 
0x  είναι οποιοσδήποτε πραγματι-

κός αριθμός, άρα  f x 0   για κάθε x .  
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δ) Αν υπάρχει διάστημα Δ  τέτοιο ώστε  f x 0   για κάθε x Δ,  τότε 

 f x c, c    για κάθε x Δ,  άτοπο, γιατί η f   είναι γνησίως αύξουσα 

στο .  

ε) Η  
   

 2 2

x f x f x
g x

x f x

 
 


 είναι παραγωγίσιμη στο  με  

 g x ...  
           

    

23 2

2 2 2 2

f x f x xf x f x x f x f x
.

x f x x f x

          

 
 

 Αλλά  3f x 0,           
2 2f x 0, xf x f x 0, x f x f x 0          για 

κάθε x ,  άρα  g x 0   για κάθε x ,  με την ισότητα να ισχύει για 

τα σημεία 
κx , κ ,  αν υπάρχουν τέτοια ώστε  κg x 0   και 

   κ κ κx f x f x 0    στα οποία όμως η  g  είναι συνεχής, επομένως η  g 

 είναι κυρτή στο .  

 Για κάθε x  ισχύει:  

      2 2 2g x x f x f x    

  f x     g x f x   

 με την ισότητα να ισχύει μόνο για  

 x 0.  

 

 

 

 

  

   

1  
x  

y
 

 y g x
 

 y f x  
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ΘΕΜΑ 62 

Δίνεται η συνάρτηση:  
2 1

3 x x ημ , x 0
f x .x

3 , x 0


   

 
 

 

  α) Να μελετηθεί ως προς τη συνέχεια. 

  β) Να βρεθεί η f .  

  γ) Να εξετάσετε αν η  f  παρουσιάζει στο 
0x 0  τοπικό ακρότατο. 

  δ) Να βρεθούν:    1 2
x x

L lim f x , L lim f x
 

   και το σύνολο τιμών της  f. 

  ε) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο  A 0, 3 .  

στ) Να βρεθούν τα κοινά σημεία της 
fC  και της εφαπτομένης στο σημείο  

  A 0, 3 .  Αν   0 0M x , f x  είναι ένα οποιοδήποτε από τα κοινά σημεία, να 

δειχθεί: 
0

1
x .

π
  

Πριν τη λύση του θέματος να θυμηθούμε  

τι δεν πρέπει να ξεχνάμε στο κεφάλαιο των ορίων: 

 Δεν ξεχνάμε ότι δεν υπάρχουν τα όρια: 

   i) 
x 0 x 0 x 0 x 0

α α α α
lim ημ , lim συν , lim εφ , lim σφ , α 0,

x x x x   
   

       ούτε τα πλευρικά όρια.  

  ii)        
x x x x
lim ημ αx , lim συν αx , lim εφ αx , lim σφ αx
   

 

 Δεν ξεχνάμε: 

   i) 
x 0 x 0 x 0

ημx ημαx 1 συνx
lim 1, lim 1, α 0, lim 0

x αx x  


     

  ii) 
x 0

1
lim x ημ 0.

x

 
  

 
 

Απόδειξη 

  Για x 0  ισχύει: 

  

1

1 1 1 1
x ημ x ημ x 1 x ημ x x x ημ x ,

x x x x


              

 αλλά  
x 0 x 0
lim x lim x 0
 

    άρα 
x 0

1
lim x ημ 0.

x

 
  

 
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  Όμοια: ν κ

x 0

α
lim x ημ 0, ν, κ *, α 0.

x

 
    

 
 

             ν κ

x 0

α
lim x συν 0, ν, κ *, α 0.

x

 
    

 
 

 iii) 
x

ημx
lim 0.

x
  

Απόδειξη 

  Για x 0  ισχύει:  
ημxημx 1 1 ημx 1

.
x x x x x x

      

  Αλλά 
x x

1 1
lim lim 0,

x x 

   
        

   

 άρα 
x

ημx
lim 0.

x
  

  Όμοια: 
 ν

κx

ημ αx
lim 0, ν, κ *, α 0.

x
    

              
 ν

κx

συν αx
lim 0, ν, κ *, α 0.

x
    

 iv) 
x

1
lim x ημ 1.

x

 
  

 
 

Απόδειξη 

  
x x h 0

1
ημ

1 ημhxlim xημ lim lim 1.
1x h

x

  

 
   

 
 

  Γενικά:  

  
x x x

α α
ημ ημ

α x xlim x ημ lim lim α
1 αx

x x

  

   
    

       
     

   

 

                            
h 0

ημh
α lim α 1 α, α *.

h
       

  v) Ισχύει το εξής θεώρημα, αλλά με απόδειξη:  

  Αν  
0x x

lim f x 0


  και  g x M  κοντά στο 
0x  με M 0,  τότε: 

    
0x x

lim f x g x 0.


   
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Απόδειξη 

  Κοντά στο 
0x  ισχύει: 

           f x g x f x g x f x M       

         f x M f x g x f x M,        

  αλλά   
0x x

lim f x M


    
0x x

lim f x M 0,


    

  άρα    
0x x

lim f x g x 0.


      

  Παράδειγμα 

  
x

1
lim συνx ημ 0.

x

 
  

 
 

Λύση 

  Κοντά στο   ισχύει: 

  
1

1 1 1
συνx ημ ημ συνx ημ 1

x x x

       

  
1 1 1

ημ συνx ημ ημ ,
x x x

      

  αλλά 
x h 0

1
lim ημ lim ημh 0

x 
  

x x

1 1
lim ημ lim ημ 0,

x x 

 
   

 
  

  άρα 
x

1
lim συνx ημ 0.

x

 
  

 
 

 vi) Δεν ξεχνάμε ένα θεώρημα χωρίς απόδειξη. 

  Αν κοντά στο 
0x  ισχύει    f x g x ,  τότε: 

  ● Αν    
0 0x x x x

lim f x lim g x .
 

     

  ● Αν    
0 0x x x x

lim g x lim f x .
 

     

 vii) Δεν ξεχνάμε ένα θεώρημα χωρίς απόδειξη.  

  Αν μια συνάρτηση είναι συνεχής στο διάστημα  Δ α, β   

  και  
x α
lim f x


    και   

x β
lim f x


    

  (ή    
x α
lim f x


    και   

x β
lim f x )


    

  τότε το σύνολο τιμών    f Δ , .     

  Παράδειγμα 

  Έστω η συνάρτηση   xf x e 3x ημx, x ,     να βρεθούν τα 

     
x x
lim f x , lim f x
 

  και το  f .  
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Λύση 

  Για κάθε x  ισχύει:    x xe 3x 1 f x e 3x 1 1 .       

  Αλλά  x

x
lim e 3x 1 ,


     οπότε από την    
x

1 lim f x


   

    και    x

x
lim e 3x 1 ,


     οπότε από την    
x

1 lim f x .


    

  Επειδή η  f  είναι συνεχής στο  και  
x
lim f x


    

     και  
x
lim f x ,


   άρα το σύνολο τιμών:    f , .     

ΛΥΣΗ του Θέματος 62 

α) Η f είναι συνεχής στα διαστήματα  , 0  και  0,   ως πράξεις με-

ταξύ συνεχών συναρτήσεων.  

 Θα εξετάσουμε αν η  
2 1

3 x x ημ , x 0
f x ,x

3 , x 0


   

 
 

 είναι συνεχής στο 

 
0x 0.  

   2

x 0 x 0

1
lim f x lim 3 x x ημ 3 0 0 3 f 0 ,

x 

 
         

 
 

 γιατί στο ii): ν

x 0

α
lim x ημ 0, ν *, α 0.

x

 
    

 
 

 Άρα, η  f  είναι συνεχής στο  0,  επομένως είναι συνεχής στο .  

β) Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο *  ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων 

στο *,  με: 

  2

2

1 1 1 1 1
f x 1 2x ημ x συν 1 2x ημ συν .

x x x x x

 
             

 
 

 Θα εξετάσουμε αν η  f  είναι παραγωγίσιμη στο 
0x 0.  

 
   

2 2

x 0 x 0 x 0

1 1
3 x x ημ 3 x x ημf x f 0 x xlim lim lim

x 0 x x  

    
 


 

  
x 0

1
lim 1 x ημ 1 0 1.

x

 
         

 
 

 Άρα:  
1 1

1 2x ημ συν , x 0
f x .x x

1 , x 0


    

  
  
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  γ) Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο 
0x 0  που είναι εσωτερικό σημείο του 

πεδίου ορισμού της A   και  f 0 1 0,     η f δεν παρουσιάζει ακρό-

τατο στο 
0x 0  γιατί αν παρουσίαζε ακρότατο, από το Θ. Fermat,  

  f 0 0,   άτοπο. 

  δ) Από το α) iv) 
x

1
lim x ημ 1,

x

 
  

 
 οπότε: 

  1
x x

1
L lim f x lim 3 x x xημ .

x 

 
       

 
 

  2
x x

1
L lim f x lim 3 x x xημ .

x 

 
       

 
 

 Επειδή η  f  είναι συνεχής στο  A ,     

 και   
x
lim f x


   και  
x
lim f x ,


   άρα το σύνολο τιμών της  f  είναι 

το  f .  

  ε) Η εξίσωση της εφαπτομένης της 
fC  στο σημείο  Α 0, 3  είναι: 

       y f 0 f 0 x 0 y 3 1 x 0 y x 3.              

στ) Για να βρούμε τα κοινά σημεία της 
fC  και της εφαπτομένης με εξίσωση 

y x 3,    λύνουμε την εξίσωση:    f x x 3, x 1 .     

 Για x 0  η   2 21 1
1 : 3 x x ημ x 3 x ημ 0

x x
           

  
1 1 1

ημ 0 κπ, κ * x , κ *.
x x κπ
         

 Για x 0  η  1 : 3 3,  αληθής, άρα και το 
0x 0  είναι λύση της  1 ,  που 

είναι η τετμημένη του σημείου επαφής  , 3A 0 .   

 Επομένως τα κοινά σημεία της 
fC  και της εφαπτομένης, είναι το σημείο 

 , 3A 0  και τα σημεία 
κ κ κ

1 1
Β x , y 3 , κ *.

κπ κπ

 
     
 

 

 Αν   0 0 0M x , f x  είναι ένα οποιοδήποτε από τα κοινά σημεία, τότε: 

 ● Αν το 
0M  είναι το  , 3A 0 ,  το 

0x 0,  οπότε ισχύει η σχέση 
0

1
x .

π
  

 ● Αν το 
0M  είναι ένα από τα σημεία 

κΒ ,  τότε 
0

1
x , κ *

κπ
   και  

0

1 1 1 1
x .

κπ κ π 1 π π
   

 
  


