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Πρόλογος 
 

Φίλε αναγνώστη,  
 

Αυτό το βιβλίο αποτελεί προϊόν πολυετούς εργασίας στην αίθουσα 

διδασκαλίας, στο «μεγάλο εργαστήριο» και έχει αποκλειστικό στόχο 

την ποιοτική και ουσιαστική επανάληψη των εννοιών.  

Άλλωστε, χωρίς ιδιαίτερη ενασχόληση με διαγωνίσματα προσο-

μοίωσης, τα οποία εξοικειώνουν τον μαθητή με το «θηρίο» των εξετά-

σεων, δεν φτάνουμε το επιθυμητό αποτέλεσμα. 

Στο βιβλίο αυτό περιέχονται διαγωνίσματα προσομοίωσης στα Μαθη-

ματικά της Γ΄ Λυκείου, των ομάδων Θετικών Σπουδών και Πληροφο-

ρικής-Οικονομίας.  

Είναι διαγωνίσματα που καλύπτουν όλη τη σχετική ύλη, σύμφωνα με 

τις απαιτήσεις των τελευταίων Πανελλαδικών Εξετάσεων. Τα θέματα 

είναι ταξινομημένα με βαθμό δυσκολίας και κλιμάκωσης, όπως τα 

αντίστοιχα των Πανελλαδικών Εξετάσεων.  

Δηλαδή παρουσιάζονται ως: 

 ΘΕΜΑ Α  (Αποδείξεις - Αληθείς ή Ψευδείς ισχυρισμοί με 

  αιτιολόγηση - Ορισμοί - Ερωτήσεις του τύπου Σωστό –  

  Λάθος) 

 ΘΕΜΑ  Β  (Απλή εξέταση των εννοιών) 

 ΘΕΜΑ  Γ  (Μέτριας δυσκολίας) 

 ΘΕΜΑ  Δ  (Σύνθετες ασκήσεις) 

Ακολουθούν λύσεις των θεμάτων κατά τέτοιο τρόπο, ώστε να μην 

περιορίζουν την αυτενέργεια των μαθητών, μιας και ο δρόμος προς 

την ανακάλυψη δεν είναι μοναδικός. 

Πολλά θέματα ή ερωτήματα αυτών είναι πρωτότυπα και ίσως είναι ο 

λόγος που τους δίνει προστιθέμενη αξία. Ευχαριστούμε τη συνάδελφο 

Χ. Βασιλικού για τις παρατηρήσεις και υποδείξεις πάνω στα θέματα 

και την Σταθοπούλου Φωτεινή για την τεχνική επιμέλεια.  

Eυχαριστούμε ειλικρινά όλους τους μαθητές μας και τον καθένα 

χωριστά, οι οποίοι με τον έναν ή με τον άλλο τρόπο συνέβαλαν χωρίς 

να το ξέρουν, ενεργά στη δημιουργία του συγκεκριμένου βιβλίου. 
 

 Η συγγραφική ομάδα  

 ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΣ  2021 
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Θέμα Α 

Α1) Να διατυπώσετε και να αποδείξετε το Θεώρημα Ενδιάμεσων 

Τιμών. 

Α2) Ποια σημεία της  f  ονομάζονται κρίσιμα; 

Α3) Θεωρήστε τον ισχυρισμό: «Αν η  f  είναι  1-1  στο  Α, τότε η  f  είναι 

γνησίως μονότονη στο  Α». Να απαντήσετε με Σωστό ή Λάθος και 

να αιτιολογήσετε. 

Α4) Με βάση το διπλανό 

σχήμα της άρτιας  f   

να χαρακτηρίσετε τις 

προτάσεις με σωστό  

(Σ)  ή  λάθος  (Λ). 

 α) H  f  είναι αντιστρέ- 

 ψιμη. 

 β) Η  f  έχει δύο ση- 

 μεία καμπής. 

 γ)   lim 0
x

f x x


    

 δ) Η  f  έχει οριζόντια ασύμπτωτη τον 'x x   

 ε) Ισχύει ότι     2 1f f    

Θέμα Β 

Έστω  f  συνεχής και γνησίως αύξουσα στο .  

Αν η συνάρτηση      3 20 3 3 1g x f x x f x    δεν δέχεται οριζόντια 

εφαπτομένη: 

Β1) Να δείξετε ότι η  f  έχει μοναδική ρίζα. 

Διαγώνισμα 5 

0 

y 

x 
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Β2) Να βρείτε τη μονοτονία της  g. 

Β3) Να λύσετε την ανίσωση:          3 20 3 3 1f f x f x f f x    

Β4) Να υπολογίσετε το όριο: 
      

2

0 1 2
lim

1x

f f g x

x x

 

 
  

Θέμα Γ 

Έστω  f  συνεχής στο  όπου ισχύει για κάθε x : 

 2 4 2 4x x xf x x x       

Γ1) Να δείξετε ότι:    0 0       0 1f f     

Γ2)  i) Να βρείτε την εφαπτομένη της  f  στο 0 0x   
 
και να δείξετε ότι  

     εφάπτεται στην συνάρτηση  
1

2

xe x
g x

 
   

 ii) Να βρείτε τον   για τον οποίο ισχύει:  

    
 20

1 1
lim 1
h

g h g h h
f h e

h







    
     
 
 

 

Γ3) Να δείξετε ότι:     
4 4ln xe xf x x xf x     για κάθε x   

Γ4) Να δείξετε ότι η συνάρτηση  f  και η  συνάρτηση   3 4 1h x x x     

έχουν τουλάχιστον ένα κοινό σημείο. 

Θέμα Δ 

Έστω η συνάρτηση  f : 0,   για την οποία ισχύει: 

   2 2 1 lim
x

x f x f x


      για κάθε  x>0. 

Δ1) Να δείξετε ότι  lim 0
x

f x


   

Αν επιπλέον η  f  συνεχής στο  0,    και  f 1 =1: 
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Δ2) Να δείξετε ότι  
1

f x
x

  και ότι η εφαπτομένη ευθεία της  f  στο 

Μ(1,1) τέμνει τους άξονες 'x x , 'y y  στα σημεία  Α, Β  όπου το  Μ  

είναι μέσο του  ΑΒ  και το εμβαδόν του τριγώνου 


  είναι  2.  

Δ3) α) Αν η  g  είναι συνεχής και γνη- 

 σίως φθίνουσα στο   0,1   και 

  η γραφική της παράσταση είναι  

 ολόκληρη μέσα στο τετράγωνο  

 ΟΚΜΛ, Ο(0,0), Κ(1,0), Λ(0,1)  να  

 δείξετε ότι η g  τέμνει τη διαγώ- 

 νιο  ΟΜ  σε ένα μόνο σημείο. 

 β) Να δείξετε ότι:  

   3 2 3 2g x g x x x     για κάθε  x  

Δ4) Να δείξετε ότι η εξίσωση 
4 34 8 1x x   έχει μόνο μια ρίζα στο 

 0,  και στη συνέχεια να δείξετε ότι οι συναρτήσεις  f  και  

  2 1h x x     έχουν μια κοινή εφαπτομένη. 

  

Λ Μ 

Κ Ο 

g

  

y 

x 



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ        Ν. ΣΟΥΡΜΠΗΣ-Γ. ΒΑΡΒΑΔΟΥΚΑΣ 

34 

ΛΥΣΗ – ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ -5- 

ΘΕΜΑ Α 

Α1) Σχολικό σελ. 76 

Α2) Σχολικό σελ. 143 

Α3) Λάθος διότι η  
1

f x
x

  είναι  1-1 στο *  αλλά όχι γν. μονότονη. 

Α4) α) Λ   β) Σ   γ) Σ   δ) Σ   ε) Σ 

ΘΕΜΑ Β 

Β1) Έχουμε ότι   0g x   για κάθε x  άρα    20 2 1 0f x x f    για 

κάθε x .  

 Συνεπώς        0 4 4 0 1 0 0 1 1f f f f         οπότε από Θ. 

Bolzano η f έχει ρίζα  0 0,1x   και μάλιστα μοναδική διότι  f  γνησίως 

αύξουσα στο   

Β2) Η        23 0 2 1g x f x x f      

 Επειδή  Δ<0  το τριώνυμο  g  είναι ομόσημο του  f(0) 

 Όμως       00 0 0f f x f     

 Άρα    0g x   για  x  δηλαδή η  g  γνησίως φθίνουσα στο   

Β3) Έχουμε ισοδύναμα ότι:  

 
              

     

3 2

0 0

0 3 3 1 0 0

0

f f x f x f f x g f x g

f x f x f x x x

     

    
  

Β4) Το όριο ισούται με: 
     3

2

0 1 2
lim
x

f f x

x

 
    

 Διότι     0 1 2 0f f     

 Επειδή       
1

0 1 2 1
3

f f g      
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1) Αν  x>0  έχουμε:  
2 2

3 3x x
x f x x

x x

 
      

 Όμως  
2

3

0
lim 0
x

x
x

x

 
  

 
  άρα από κριτήριο παρεμβολής έχουμε   

    
0

lim 0 0 0
x

f x f


     διότι  f  συνεχής στο  0. 

 Διαιρούμε με 
2x και είναι 

 2 2
2 2

2 2

f xx x
x x

x x x

 
     και από κρι-

τήριο παρεμβολής  
 

 
0

lim 1 0 1
x

f x
f

x
     

Γ2)  i) Η εφαπτομένη της  f  στο  0  είναι η  y=x 

  Για να εφάπτεται στη  g  πρέπει:  
 

 

0 0

0

0

0
1

y g x
x

g x


 



  

 ii) Το όριο γίνεται:  

  
      

0 0

2 1 1
lim lim 1
h h

g h g h f h
e

h h

 

 

     
         

  

  

        2 1 1 1 1 1 1 1g e e e g g
                

Γ3) Έχουμε ισοδύναμα ότι:  

        
4 44 4xf x xf xx xe xf x x e e xf x e x             

       4 4g xf x g x xf x x        που ισχύει από υπόθεση. 

Γ4) Θεωρούμε τη συνάρτηση          3 4 1x f x h x f x x x         

 Η  φ  συνεχής στο   0,1   και   0 2 0     

    1 1 2 0f      διότι η υπόθεση δίνει:   21 1 1 1 1f        

 Άρα από Θ. Bolzano η  φ  έχει ρίζα στο  (0,1). 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1)  Προφανώς το  lim
x

f x


   είναι πραγματικός αριθμός (διαφορά 

πραγματικών).  Άρα 

  2

2 2

1
f x

x x


    και 

     2lim 0 lim 0 lim 0
x x x

f x f x f x
  

        

 από κριτήριο παρεμβολής διότι:      f x f x f x     

Δ2) Η εφαπτομένη της  f  στο 1 είναι η  

    1 1 1 2y f f x y x        

 που τέμνει τους άξονες 'x x , 'y y  στα  Α(2,0), Β(0,2)  οπότε το  Μ  

μέσο του ΑΒ και το εμβαδόν του τριγώνου ΑΟΒ  είναι  
1

2 2 2
2

       

Δ3) α) Εφαρμόζουμε το Θ. Bolzano στη συνάρτηση     x g x x   ,  

   0,1    διότι:    0 0 0g   ,    1 1 1 0g    ,  ( gC  εντός). 

  Η  φ  γνησίως φθίνουσα στο  Α  άρα έχει μόνο μια ρίζα. 

 β) Η  ανίσωση γίνεται:  

  
       

 

3 3 2 2 3 2 3 2

2 1 0 1

g x x g x x x x x x

x x x

         

    
  

Δ4) Έστω    4 34 8 1F x x x   ,  0,     

 Για x : '( ) 0F x   άρα η F γνησίως αύξουσα στο Α και  το σύνολο 

τιμών    1,F       άρα η F έχει μοναδική ρίζα. 

 Η εφαπτομένη της  f  στο   , f    είναι η 
2

1 2
y x


 
 

 και της  h  

στο   ,h    είναι 
22 1y x     . Κοινή εφαπτομένη των f και h  

υπάρχει αν και μόνο αν: 

2 2

4 3
2

1 1
2

2

     

2 4 8 1
1

 
      

 
   

 
   

   
 

 

 που έχει λύση λόγω της προηγούμενης εξίσωσης. 
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Θέμα Α 

A1) Να δείξετε ότι  για κάθε  x> 0. 

A2) α) Πότε η  f  έχει μέγιστο στη θέση ; 

 β) Να δοθεί η γεωμετρική ερμηνεία του Θ.Μ.Τ.. 

A3) Θεωρήστε τον ισχυρισμό: «Για τις συναρτήσεις ισχύει 

πάντοτε fog gof ». Να απαντήσετε με Σωστό ή Λάθος και να 

τεκμηριώσετε. 

Α4) Να απαντήσετε με  Σωστό  ή  Λάθος. 

 α) Αν η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο Α1 και η  g  γνησίως αύξουσα  

 στο Α2 τότε υποχρεωτικά και η  fog  είναι γνησίως αύξουσα στο  

 . 

 β) Αν ισχύει ότι  για κάθε  και  τότε η   

 f  είναι συνεχής στο . 

 γ) Αν η  f  εφαρμόζει στο  το Θ. Rolle τότε εφαρμόζει και το  

 Θ. Bolzano. 

 δ) Η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα στο . 

 ε)  Ισχύει ότι   1x xx a 
   για x  

 

 

  1

2
x

x




0x

, :f g 

1 2 

  0f x  x    0 1 0f f 

 , 

 
1

f x
x

 

Διαγώνισμα 34 
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Θέμα Β 

Στο διπλανό σχήμα βρίσκον-

ται οι γραφικές παραστάσεις 

της συνάρτησης  f  και της 

δεύτερης παραγώγου της  

Β1) Να δείξετε ότι η  είναι 

η γραφική παράσταση 

της  f  και να λύσετε την  

 ανίσωση: . 

Β2) Βρείτε τα όρια . 

Β3) Μια συνεχής συνάρτηση  g  στο  είναι ολόκληρη εντός του 

ορθογωνίου ΟΑΒΓ και δεν διέρχεται από τις κορυφές του. Να  

 δείξετε ότι οι  g  τέμνει τη διαγώνιο ΟΒ και ότι οι  f, g  έχουν του-

λάχιστον ένα κοινό σημείο. 

Β4) Να δείξετε ότι η συνάρτηση  

έχει τουλάχιστον ένα κρίσιμο σημείο στο διάστημα (0,α). 

Θέμα Γ 

Έστω η συνάρτηση  f  συνεχής στο  όπου ισχύει ότι: 

και   

Γ1) Να δείξετε ότι . 

Γ2) Να δείξετε ότι και στη συνέχεια να βρείτε τη μονοτονία 

της  f.  

f 

1C

     1
f x

f e f f x  

   

 

 
 

 

2

1 220 0

1

lim   ,    lim
x x

f x
f x f x f x

f x f x 


 

 


 0,

           h x f x g x g x xf    

 0,1A 

   2 2 22 1 lnx x f x x  
1

ln 4
2

f
 

  
 

 
ln

  ,  x A
1

x
f x

x
 



1
ln 1x

x
 

Ο Α(α,0) 

Γ 
Β 

x 

y 

2C
 

1C
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Γ3) Να βρεθούν τα ακρότατα της  και να 

δείξετε ότι  
ln ln 21 2

x
x   για x . 

Γ4) Να δείξετε ότι η εξίσωση: 

3 1 1 2

5 3 2 3
0

1 1x

g g g g

x e

       
        

        
 

 έχει 

τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα  0,1 . 

Θέμα Δ 

Θεωρούμε τις συναρτήσεις f,  g  για τις οποίες ισχύει ότι:  

   
ln

  ,  A 0,f

x
f x

x
    και η    

1
, A 0,x

gg x x
e

     , α>0 

Δ1) Να βρεθεί η μονοτονία και το σύνολο τιμών της  f. 

Δ2) Αν δίνεται ότι ορίζεται η σύνθεση της  g  με την αντίστροφη της  f  

στο διάστημα  1 0,e  , να βρεθεί ο  α.  

Δ3) Να βρεθεί ο φυσικός   αν δίνεται ότι ισχύει: 

     

   

2

0 0

2 3
lim lim

2 2

f x f x

f x f xx x

x

x e
 

  



 

Δ4) Να δείξετε ότι η εξίσωση  
2

1 2 1 1
2

e
x x x

e e e e x
e


      


 έχει ακρι-

βώς δυο ρίζες στο διάστημα  0, . 

 

 

  

   ln ln 1   ,  x Ag x x x   
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ΛΥΣΗ – ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ -34- 

ΘΕΜΑ Α 

Α1) Σχολικό σελ. 106 

Α2) α) Σχολικό σελ. 32    β) Σχολικό σελ. 129 

Α3) Λάθος διότι για   xf x e ,   2g x x  έχουμε   
2xfog x e , x  

    2xgof x e , x  

A4) α) Λ   β) Λ   γ) Λ   δ) Λ   ε) Λ 

ΘΕΜΑ Β 

Β1) Αν η 2C  είναι της  f  τότε    '' 0f x c f x    άτοπο. 

 Άρα 
1fC C   και  

'' 2fC C  

 Έχουμε  '' 0f x   άρα 'f  γν. αύξουσα στο Α οπότε     1
f x

e f x   

άρα από την εκθετική ανίσωση 1xe x   παίρνουμε  
     1 0 0

f x
e f x f x x       

B2) 
   

   
 1

0

''
lim 1
x

f x f x

f x f x




       

 
 

2

1

lim 1 1
f x t

t

t t
t

t











    

B3) Έχουμε για      0, : 0x g x f     η ΟΒ έχει εξίσωση 

 
 

    0
f

g x x g x xf
a


       έχει λύση στο  0,  

 Πράγματι η συνάρτηση      1 x g x xf     εφαρμόζει το  

Θ. Bolzanoστο  0,  οπότε  1 1 0x  . 

 Όμοια εργαζόμαστε με την      2 x f x g x     και   2 2 0x  . 
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Β4) Για τη συνάρτηση  h  έχουμε ότι:      1 2h x x x   

 Αν  h  δεν είναι παραγωγίσιμη στο (0,α) τότε έχει κρίσιμο σημείο. 

 Αν η  h είναι παραγωγίσιμη στο (0,α) από Θ. Rolleστο  1 2,x x  έχουμε 

 ' 0h    άρα  ξ  κρίσιμο σημείο της h  1 2x x  

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1) Έχουμε  
ln

1

x
f x

x





 

 H  f  διατηρεί πρόσημο στο  Α  και 
1

0
2

f
 

 
 

 άρα   0f x   οπότε 

 
ln

, .
1

x
f x x A

x
 


 

Γ2) Έχουμε για κάθε 0x  ότι ln 1x x   θέτοντας όπου  x  το 
1

x
είναι 

1 1 1
ln 1 ln 1x

x x x
      

  
 

2

1
ln 1

0
1

x
xf x

x

 
  


 άρα  f  γνησίως αύξουσα στο  Α. 

Γ3)  
 

   
ln 1 ln

1
1

x x
g x f x f x

x x


     


 

      
1

0 1 1
2

g x f x f x x x x           

 Άρα  g  γν. αύξουσα στο 
1

0,
2

 
 
 

 και  g  γν. φθίνουσα στο 
1

,1
2

 


 
 και 

παρουσιάζει μέγιστο την τιμή 21
ln 2

2
g
 

 
 

 οπότε  

     
ln lnln 2 ln 21

ln 1 ln 2 1 2
2

x x
g x g x x

 
       

 
 

Γ4) Θεωρούμε τη συνάρτηση  

     
3 1 1 2

1 1
5 3 2 3

xx g g e x g g
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 που εφαρμόζει το Θ. Bolzano στο  0,1  διότι  
2 1

0 0
3 2

g g
   

     
   

 

 διότι 
1

2
g
 
 
 

 μέγιστη τιμή. 

    
2 1

1 1 0
5 3

e g g
    

       
    

 διότι  

3 2

5 5
g g
   

   
   

 και 
2 1

5 3
g g
   

   
   

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1)   2

1 ln x
f x

x


   

   0f x x e     άρα  f  γνησίως αύξουσα στο  0,e  

 f  γνησίως φθίνουσα στο  ,e   και  
1

,f A
e

 
  
 

 

Δ2) Επειδή ορίζεται η 
1f og

 έχουμε ότι 
gx  και  

  1

1 1
0a x x a

f
g x x a a x

e e
         για κάθε  x>0 

 Θέτουμε   x ax a x   ,   0    

 Άρα     x ά       άρα από Θ. Fermat είναι  

      ' 0 e      

Δ3) Έχουμε με DLH και θέτοντας f(x)=t ότι  

 

 

   

2 2 2

0

2

3
2 1

2
lim lim 1

2 2
2 1

2

ln ln 2
2 2

2

t

t

tx t
t

x

e

f f

 



   


 



 

  
        

  
     

     

 

 όπου λόγω μονοτονίας της  f  αληθεύει για  ν=2, ν=4. 
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Δ4) Θεωρούμε τη συνάρτηση  

     
2

1 2 1 1  ,  A= 0,
2

e
x x x

h x e e e e x
e


       


 

    1 1 2' 1x x eh x e e x e e       ,  

  ' 1 0h    και       1'' 1 0x x e x e x eh x e e e x e e x e x         . 

 Άρα η 'h  γνησίως αύξουσα στο Α και για  1 ' 0x h x    ενώ για 

 1 ' 0x h x    

 και έχει ελάχιστο  
1

1 0
1

h
e


 


 

 επίσης  0h e και  lim
x

h x


   άρα η  h  έχει ακριβώς δύο ρίζες. 
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