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Επαναληπτικά θέματα 

 

Δίνεται η συνάρτηση   1
f x

ln x
 ,  x 1,  . 

E1 Να αποδείξετε ότι η f  αντιστρέφεται και να βρείτε τον τύπο της 1f  . 
E2 Να μελετήσετε την f  ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα και την κυρτότητα. Στη 

συνέχεια να βρείτε τις ασύμπτωτες της f  και να την παραστήσετε γραφικά. 

E3 Να αποδείξετε ότι   1
f x x 2 0

e
    για κάθε  x 1,  . 

Πότε ισχύει η ισότητα; 

E4 Να αποδείξετε ότι  
2e

e

2 f x dx e  . 

 
Δίνεται συνάρτηση f :    για την οποία ισχύει  2 2ημx x f x ημx x     για 

κάθε x . 

E1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο σημείο 0x 0 . 

E2. Να υπολογίσετε το όριο 
 

x 0

f x
lim

ημx
. 

E3. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο 0x 0  και να βρείτε 

την παράγωγό της στο σημείο αυτό. 
E4. Να αποδείξετε ότι η διχοτόμος των γωνιών του 1ου και 3ου τεταρτημορίου 

εφάπτεται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f  στο σημείο της   0,f 0 . 

E5. Να μελετήσετε ως προς την κυρτότητα τις συναρτήσεις  

                         2φ x ημx x , x    και   2ω x ημx x , x   . 

E6. Να αποδείξετε ότι η  f x x , x  , είναι μία συνάρτηση η οποία ικανοποιεί τη 

σχέση  2 2ημx x f x ημx x     για κάθε x . 

 

 

 

ΘΕΜΑ 1  

ΘΕΜΑ 2                             
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Επαναληπτικά θέματα 

 
Έστω η γνησίως αύξουσα και παραγωγίσιμη συνάρτηση f :    για την οποία 

ισχύει  f 0 0 ,     5f x f x 3x , x   . 

Ε1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  έχει τύπο   3f x x , x  . 

Ε2. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης  ε  της fC  στο σημείο  3M α,α . 

Ε3. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη  ε  της fC  στο  3M α,α ,α 0  έχει με αυτήν 

και άλλο κοινό σημείο K  εκτός του M , το οποίο να βρείτε. 

Ε4. Έστω ότι το σημείο  3M α,α , α 0  κινείται πάνω στη fC  ώστε η τετμημένη του 

να αυξάνεται με ρυθμό 
1

μον. / sec
3

. Τη χρονική στιγμή 0t  κατά την οποία 

περνάει από τη θέση   2,f 2 , να βρείτε το ρυθμό μεταβολής, ως προς το χρόνο 

t , του εμβαδού του τριγώνου OΒΓ , όπου  Β β,0  και  Γ 0, γ
 τα σημεία τομής 

της εφαπτομένης  ε  της fC  με τους άξονες x x , y y . 

Ε5. Να προσδιορίσετε σημείο     Α λ,f λ , λ 2α,α  , για το οποίο το εμβαδόν 

 ΜΚA
 του τριγώνου ΜΚA  γίνεται μέγιστο, όπου  3M α,α , α 0 , 

 3K 2α, 8α  . 

 
Έστω η συνεχής συνάρτηση f :    με  

                              
 
 

x 2e , x , 2
f x

2x 2 , x 2,

     
   

 και  f 1 4 . 

Ε1. Να αποδείξετε ότι  
 
 

x 2

2

e , x , 2
f x

x 2x 1 , x 2,

    
    

 

Ε2. Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της συνάρτησης f . 
Ε3. Να μελετήσετε την f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

Έχει η f  ολικά ακρότατα; 

ΘΕΜΑ 3                             

ΘΕΜΑ 4                             
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Επαναληπτικά θέματα 

Δίνεται συνάρτηση f :    για την οποία ισχύει  2 2ημx x f x ημx x     για 

κάθε x . 

E1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο σημείο 0x 0 . 

E2. Να υπολογίσετε το όριο 
 

x 0

f x
lim

ημx
. 

E3. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο 0x 0  και να 

βρείτε την παράγωγό της στο σημείο αυτό. 

E4. Να αποδείξετε ότι η διχοτόμος των γωνιών του 1ου και 3ου τεταρτημορίου 

εφάπτεται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f  στο σημείο της 

  0,f 0 . 

E5. Να μελετήσετε ως προς την κυρτότητα τις συναρτήσεις  

                       2φ x ημx x , x    και   2ω x ημx x , x   . 

E6. Να αποδείξετε ότι η  f x x , x  , είναι μία συνάρτηση η οποία 

ικανοποιεί τη σχέση  2 2ημx x f x ημx x     για κάθε x . 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

E1. Ισχύει:    2 2ημx x f x ημx x : 1    , για κάθε x . 

Για x 0  στη σχέση  1  έχουμε:  

     2 2ημ0 0 f 0 ημ0 0 0 f 0 0 f 0 0          

                             ΘΕΜΑ 2 
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Επαναληπτικά θέματα: ΘΕΜΑ 2 

Ακόμη,  2 2

x 0
lim ημx x ημ0 0 0


     και  2 2

x 0
lim ημx x ημ0 0 0


    , οπότε 

από τη σχέση  1  και λόγω του κριτηρίου παρεμβολής, προκύπτει ότι: 

 
x 0
limf x 0


 . 

Δηλαδή είναι    
x 0
limf x f 0 0


  , οπότε η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο 

0x 0 . 

E2. Κοντά στο 0x 0  έχουμε 
 

 f x
f x x

ημxημx
x

 . Είναι 
x 0

ημx
lim 1

x
 , οπότε αναζητούμε το 

 
x 0

f x
lim

x
. 

■ Για x 0  από τη σχέση  1  έχουμε: 

     
2 2f x f xημx x ημx x ημx ημx

x x : 2
x x x x x x

 
        

   Είναι 
x 0

ημx
lim x 1 0 1

x

     
 

 και 
x 0

ημx
lim x 1 0 1

x

     
 

, οπότε από την   

   2  και λόγω του κριτηρίου παρεμβολής έχουμε: 
   

x 0

f x
lim 1 : 3

x
  

       ■ Για x 0  από τη σχέση  1  έχουμε: 

     
2 2f x f xημx x ημx x ημx ημx

x x : 4
x x x x x x

 
        

   Είναι 
x 0

ημx
lim x 1 0 1

x

     
 

 και 
x 0

ημx
lim x 1 0 1

x

     
 

, οπότε από την   

    4  και λόγω του κριτηρίου παρεμβολής έχουμε: 
   

x 0

f x
lim 1 : 5

x
  

Από τις σχέσεις  3  και  5  έχουμε: 
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Επαναληπτικά θέματα 

Έστω η γνησίως αύξουσα και παραγωγίσιμη συνάρτηση f :    για την οποία 

ισχύει  f 0 0 ,     5f x f x 3x , x   . 

ΕΕ11..  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  έχει τύπο   3f x x , x  . 

ΕΕ22..  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης  ε  της fC  στο σημείο  3M α,α . 

ΕΕ33..  Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη  ε  της fC  στο  3M α,α ,α 0  έχει με 

αυτήν και άλλο κοινό σημείο K  εκτός του M , το οποίο να βρείτε. 

ΕΕ44..  Έστω ότι το σημείο  3M α,α , α 0  κινείται πάνω στη fC  ώστε η τετμημένη 

του να αυξάνεται με ρυθμό 
1

μον. / sec
3

. Τη χρονική στιγμή 0t  κατά την οποία 

περνάει από τη θέση   2, f 2 , να βρείτε το ρυθμό μεταβολής, ως προς το 

χρόνο t , του εμβαδού του τριγώνου OΒΓ , όπου  Β β, 0  και  Γ 0, γ  τα 

σημεία τομής της εφαπτομένης  ε  της fC  με τους άξονες x x , y y . 

ΕΕ55..  Να προσδιορίσετε σημείο     Α λ,f λ , λ 2α,α  , για το οποίο το εμβαδόν 

 ΜΚA  του τριγώνου ΜΚA  γίνεται μέγιστο, όπου  3M α,α , α 0 , 

 3K 2α, 8α  . 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

Ε1. Για κάθε x  ισχύει: 

            5 5 2 6f x f x 3x 2f x f x 6x f x x

x x x

           
       

, οπότε υπάρχει  

        σταθερά c , τέτοια ώστε  
   

2 6f x x c
: α

x

  


 
. 

                               ΘΕΜΑ 3 
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Επαναληπτικά θέματα: ΘΕΜΑ 3 

Από την  α  για x 0  έχουμε  
  f 0 0

2 6f 0 0 c 0 c c 0


      . 

Άρα για κάθε x  ισχύει: 

                 32 6 2 6 3f x x f x x f x x f x x : 1       . 

Λύνουμε την εξίσωση     3
f x 0 f x 0 x 0 x 0 x 0         . 

■ Για κάθε  x ,0   έχουμε, 

                           
 

     
f

x 0 f x f 0 0 f x 0     
9

, 

  οπότε από την  1  έπεται ότι    3 3f x x f x x     ,  x ,0   

■ Για κάθε  x 0,   έχουμε, 

                           
 

     
f

x 0 f x f 0 0 f x 0     
9

, 

  οπότε από την  1  έπεται ότι   3f x x ,  x 0,  . 

Επομένως  

3

3

x , x 0

f x 0 , x 0 .

x , x 0

 
 
   

Οπότε είναι   3f x x , x .   

Ε2. Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο   με    3 2f x x 3x   .  

Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f  στο σημείο της  3M α,α  έχει 

εξίσωση: 

                ε : y f α f α x α     3 2y α 3α x α   2 3y 3α x 2α    

 

Ε3. Οι τετμημένες των κοινών σημείων της fC  με την εφαπτομένη  ε  είναι λύσεις 

της εξίσωσης 
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Επαναληπτικά θέματα 

Έστω η συνεχής συνάρτηση f :    με  

                              
 
 

x 2e , x , 2
f x

2x 2 , x 2,

     
   

 και  f 1 4 . 

Ε1. Να αποδείξετε ότι  
 
 

x 2

2

e , x , 2
f x

x 2x 1 , x 2,

    
    

 

Ε2. Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της συνάρτησης f . 

Ε3. Να μελετήσετε την f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

Έχει η f  ολικά ακρότατα; 

Ε4. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f  και στη συνέχεια 

να την παραστήσετε γραφικά.  

Ε5. Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης    f x f α  για τις διάφορες 

τιμές του α . 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

Ε1. Για κάθε  x , 2    είναι       x 2 x 2f x e f x e      , οπότε υπάρχει 

σταθερά 1c   ώστε:  

   x 2
1f x e c , x , 2     . 

Για κάθε  x 2,    είναι       2f x 2x 2 f x x 2x       , οπότε 

υπάρχει σταθερά 2c   ώστε:  

   2
2f x x 2x c , x 2,       . 

Από τα παραπάνω έχουμε ότι: 

                              
 
 

x 2
1

2
2

e c , x , 2
f x

x 2x c , x 2,

     
     

. 

                             ΘΕΜΑ 4 
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Επαναληπτικά θέματα: ΘΕΜΑ 4 

Επειδή η f  είναι συνεχής στο  , είναι συνεχής και στο σημείο 1x 2 ,   οπότε: 

     
x 2 x 2

f 2 lim f x lim f x
  

     

   x 2 2
1 2

x 2 x 2
lim e c lim x 2x c

 



 
      

 0
1 2 1 2e c 4 4 c 1 c c : 1       

 
Ακόμη είναι   2 2f 1 4 1 2 c 4 c 1       . 

Άρα από την  1  έχουμε   1 11 1 c 1 c 0     . 

Επομένως:  
 
 

x 2

2

e , x , 2
f x

x 2x 1 , x 2,

    
     

. 

Είναι     0

x 2
f 2 lim f x e 1


    , οπότε έχουμε  

 
 

 
 

 
 

x 2
x 2

2
2

e , x , 2
e , x , 2

f x 1 , x 2 f x
x 2x 1 , x 2,

x 2x 1 , x 2,




   
         

           

. 

Ε2.  

 Για κάθε  x , 2    είναι   x 2f x e 0   , επομένως η συνάρτηση f  

δεν έχει κρίσιμα σημεία στο διάστημα  , 2  . 

 Για κάθε  x 2,     είναι  f x 2x 2   . Λύνουμε την εξίσωση   

   f x 0 2x 2 0 x 1 2,           . Άρα το σημείο 1x 1   είναι 

ένα κρίσιμο σημείο της συνάρτησης f . 

 Στο 2x 2    

 Κοντά στο 2  με x 2   είναι   x 2f x e  ,οπότε: 

 
   

 

0
x 2 x 20

2 2 0

x 2 x 2 x 2D.L.H

f x f 2 e 1 e
lim lim lim e e 1

x 2 x 2 1  

 
   

 

  

  
   

    

 Κοντά στο 2  με x 2   είναι   2f x x 2x 1   , οπότε: 
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